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Sur une expression nouvelle des fonctions elliptiques 
par le quotient de deux séries. 

Par P. Appell. 



D'après les théorèmes généraux de la théorie des fonctions, on reconnait 
a priori l'existence d'une infinité de représentations analytiques d'une fonction 
rnêrornorphe dans tout le plan, c'est à dire uniforme et n'ayant que des pôles à 
distance finie, ces représentations analytiques étant assujetties à donner la fonc- 
tion pour toutes les valeurs de la variable. Si l'on se limite aux représentations 
qui donnent la fonction sous forme du quotient de deux séries convergentes 
pour toutes les valeurs de la variable, il existe encore une infinité de représen- 
tations différentes. Les plus simples sont 1°) celle qui donne la fonction sous 
forme du quotient de deux séries entières, par exemple celle qui donne les 
fonctions elliptiques sous forme du quotient de fonctions ; 2°) celle qui donne 
la fonction sous forme d'une série unique mettant en évidence les pôles et les 
parties principales correspondantes, série qui est définie par le théorème de M. 
Mittag-Leffler. 

Plus généralement, en admettant que la fonction ait pour zéros les points 

et pour pôles les points 

®1 J ®% 1 * • * ' ®v ? • • • • j 

on pourra la regarder comme le quotient de deux fonctions mêromorphes 

p(») 
«w 

la fonction P(z) ayant pour zéros une partie des points a v et pour pôles une 
partie des points b v ; la, fonction Q (z) ayant pour zéros les autres points b v et pour 
pôles les autres points a v . Ces deux fonctions P et Q sont, d'après le théorème 
de M. Mittag-Leffler, représentées par des séries convergentes dans tout le plan. 
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Appell : Sur une expression nouvelle des fonctions 



La seule difficulté qui se présentera et qui pourra être considérable sera de 
calculer les coefficients des séries et surtout ceux de la partie entière des dévelop- 
pements. 

Nous nous proposons ici de faire ce calcul pour les fonctions elliptiques en 
prenant, pour Q (2) , une fonction entière ayant pour zéros les pôles de la fonc- 
tion situés dans une moitié du plan et, pour P (z) , une fonction ayant pour pôles 
les pôles de la fonction situés dans l'autre moitié du plan. 

Ces recherches se rattachent à une étude déjà ancienne* sur les fonctions 
que Heine a introduites comme une généralisation des fonctions Eulériennes r,f 
et à des résultats que M. Poincaré a indiqués dans ses mémoires sur les inva- 
riants arithmétiques (Comptes Rendus 1879 et Congrès de l'Association française 
pour l'avancement des Sciences, Alger 1881). Elles donnent les fonctions 
elliptiques sous une forme nouvelle mettant en évidence la double périodicité 
d'une manière différente de celle qui se présente dans les expressions connues. 
Voici comment l'on arrive à cette forme. 

Soient a et &>' les deux périodes choisies, comme on le fait habituellement, de 
telle fapon que le module de la quantité 

q = e w 
soit moindre que l'unité. Posons 

ç = ii(i -<f n ) - (1 -s 2 )(i - <z 4 )(i -Y) • • • 

& = n (1 + <f») = (1 + <f)(i + q %\ + q°) . . . 
1 

La fonction entière de z 



(1) 



M,— 00 



<? W = ^[ 1 + L(- 1 )-à 



7 n(»+D 



2niTzi 



(î-s'Xi -**).... (1 -g*") 

vérifie, comme on le voit sans peine, les deux relations 

G(z + o) = G(z), 
(l — q'e- )G(z + a') = G(z); 



]. (2) 



(3) 



*Comptes Rendus des Séances de l'Académie des Sciences, T. 89, pages 841 et 1031.— Mathematische 
Annalen 1881. 

| Heine : Handbuch der Kugelfunctionen, p. 109 et suiv. 
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cette fonction G{z) est identique à la fonction qui, d'après les notations de 
Heine, s'écrirait 

û (*■£)' 

Si l'on avait une autre fonction F(z) satisfaisant aux deux relations 

F(z + o) = F(z), 



l—(fé^)F(z + d) = —F(z), ^ {4 ' 

le quotient ~r\ fournirait une fonction doublement périodique de % aux périodes 

cù et 2g)'. Cherchons d'abord s'il n'existe pas de série entière ene w de la forme 



71 = + CO 

2nmi 



F(z) = ^2 A - e 



n = — oo 



convergente dans une certaine bande du plan des z et vérifiant les relations (4). 
Si, pour simplifier, nous faisons 

1-nZi 

e <•> = x , q 2 = t 
la série cherchée F(z) deviendra 



F 1 (x)=^2a w 



-f- CO 

' as" 



et elle devra vérifier la relation 

(tx — l)F 1 (tx) = F 1 (x). (5) 

Cette équation donne entre deux coefficients consécutifs la relation 

A n {l+t n ) — A n _ 1 t n = 0. 
D'où, en supposant n positif 

A- = An 



(i + <)(i + 1') . . . . (i + t n ) 

et A_ n _ 1 =2A (l + «)(1 +t 2 ) (1 + t n ). 

Par suite, en prenant A = 1 , et posant 

*M = 1 +E(r+ ¥ r-^:^(ï+rr" (6) 

*Handbuch der Kugelfunotionen, page 105, éq. (4, b). 



12 Appell : Sut une expression nouvelle des fonctions 

+W = A + ,'g (i + 0(i+g ;t -(i+r) (7) 

n = l 

on aura, pour satisfaire à l'équation (5) la fonction 

Jl (as) = 4> (as) + 4 (s) • 

La série (6) est convergente quel que soit x, mais la série (7) n'est convergente 
que si le module de x est plus grand que l'unité. Il résulte de là qu'il n'existe 
pas de fonction entière de z satisfaisant aux relations (4). Les deux fonctions 
q> (x) et 4 (») vérifient, respectivement, les deux relations 

(te — l)$(te) = — 2 + $(»), (8) 

(te — l)^ (te) = 2 + 4» (as). (9) 

La fonction ^{«O n'est définie, d'après ce qui précède, que pour les valeurs de x 
de module plus grand que 1 . Pour achever de définir cette fonction, considérons 
la série 

|- «=00 

1 , V^ (— l) n .t n 1 

— i ^ L^ (î-ivi— t 



+ (x)=2Q 1 . 



x- 



£-, (i-«)(i-^)... (i-r) '«-r 



(10) 



Cette série est convergente pour toutes les valeurs de x , sauf pour as = et pour 
certaines valeurs particulières x=l, x = t, etc., qui rendent infini un des 
termes. Je vais montrer que cette série (10) est identique à la série (7) lorsque 
le module de x est plus grand que l'unité ; et dans la suite lorsque je parlerai de 
la fonction 4 0*0, j'entendrai par là la fonction (10), me rappelant seulement que 
cette fonction 4 (*) peut être représentée par la série (7) lorsque mod. x > 1 . 

Pour montrer l'identité des séries (7) et (10) lorsque mod. x > 1 je remarque 
que, dans ce cas, la série (10) peut être ordonnée suivant les puissances positives 

croissantes de — ; et que les deux séries vérifient la première la relation (9), 

la deuxième une relation de la forme 

(te — 1) 4 (te) = 2h + 4 (as) , (9 Ws ) 

h désignant une constante exprimée par une série en t : c'est ce qu'on voit sans 
peine sur le développement (10). En cherchant par la méthode des coefficients 
indéterminés la fonction la plus générale de la forme 

~ « ^ T • • • • T „« 1- . . . . 
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vérifiant la relation (9 bis ) , on trouve que cette fonction est égale à la série (7) 
multipliée par la constante h. La fonction ^(œ) définie par la relation (10) est 
donc égale à la fonction 4* (&) définie par la relation (7) multipliée par h. Mais 
si on multiplie la série (7) par (as — 1) et qu'on fasse tendre x vers 1 , le produit 

tend vers la limite 2 II (1 +t n ), c'est à dire 2Q lf d'après un théorème que j'ai 

n—X 

démontré,* et il en est de même évidemment de la série (10) ; donc les deux 
séries sont identiques, et h = 1 . 

En revenant à mon problême, j'ai une fonction méromorphe satisfaisant aux 
relations (6) en prenant 

F(z)=<t>[e°> } + ^[e°> ) (11) 

uu / 2irZ< \ ^-^ «(» + l) inirH 

^•)=i + l f (1+ ^,.., (1+a .y , 

«, = 00 

j,(/?) =aft i + y (- i)"g a 

<K« )-Wi ^ h + 2U(1-(7 2 )....(1 
Si alors on pose 

* w G{z) ' 

F(z) et (r (a) étant les fonctions (11) et (3), cette fonction $(2) est doublement 
périodique, car elle vérifie les relations 

$ (z + o) = $ (z) , ®(z + a') = — <P(z). 

Cherchons les infinis de cette fonction. Le dénominateur <r(z) étant égal à 

d'après les notations de Heine a pour zéros les valeurs 

°(*v) 

lof + pa l )', 

\p = — 00, . . . f jp= + 00/ 

le numérateur F{z) se compose d'une partie entière <|> \e w ) et d'une partie méro- 
morphe qui a pour infinis les valeurs 

Z=0 , . . ., Z= + oo ( 



I ' / , fl JX fi __„8»V ?«* 



ij+p»C=° ..... ï= + -y 
\^»= — », . . . , jp= + 00/ 



* Comptes Rendus, tome LXXXVII, page ( 
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Donc les infinis de <I>(z) sont (Id -\-pa), ï et p étant deux entiers qui reçoivent 

toutes les valeurs possibles. Or la fonction @ x (z) admet les mêmes valeurs pour 

zéros ; donc le produit 

tp (s) = X ( z ) <ï> (z) 

est une fonction entière qui satisfait aux relations 

tp(* + o)=-Ç( z ), 

«P (ss + o') = — e ~«P(z) 

q 

par conséquent, en employant les notations de l'ouvrage de Briot et Bouquet 

C étant une constante. La fonction doublement périodique <ï> (2) est, de cette 
façon, exprimée à l'aide des fonctions 0, et l'on a 

F(?) _ r ®*(*) ( 12 ) 

Pour déterminer C, multiplions les deux membres de la relation (12) par z, puis 
faisons tendre z vers 0. Le produit zF(z) tend vers — r Q x , et comme G (0) 



est égal à i,etf£!£}à V#, 

fc> 2 (0) 



711 

on a: 






On a donc enfin pour la fonction elliptique v (z) la formule 

F(z) a f d \ 

L'on obtient ainsi des expressions nouvelles des trois fonctions elliptiques 
/L(z), fi(z), v (z) au moyen du quotient de deux fonctions définies par des séries 
convergentes pour toutes les valeurs de z : il suffit, pour avoir A (z) et (i (z) de 
transformer la formule ci-dessus en ajoutant ou retranchant à z des demi-périodes. 



